Sbirka tloh k maturité

Vazeni maturanti,

do ruky se vam dostava sbirka tloh, kterd pokryva vSechna témata zkouSend u profilové zkousky
z matematiky. Jedna se o vybér z prikladi. Ve vétsiné otézek nejsou zékladni nejjednodussi ulohy,
protoZe se a) pocita s tim, Ze je maturant nemusi procvicovat, b) jsou k nalezeni v pat¥iénych uc¢ebnicich
nakladatelstvi Prometheus a ve sbirce od Petakové. Pokud potifebujete vice piikladd k procviceni
nékterého tématu, pouzijte vyse zminéné zdroje. Pouze u otazek z volitelné matematiky jsou i zakladni
ulohy.

Tato sbirka navic vétSinou neobsahuje teoretické tilohy a otéazky. Teorii, kterou je tfeba umét k
Gstni zkousce, naleznete v souboru ”otazky - co umet”.

Pri uceni postupujte zasadné od teorie k prikladim, nikoliv naopak!

Jakkoliv se vim zd& rozumné zacit hned pocitat (a derivovat) vSe, co vam pfijde pod ruku, je
daleko lepsi naucit se nejdiive teorii a pak ji procvicit na ptikladech. P¥i opa¢ném postupu se mohou
fixovat chyby v ivahach a predevsim - mizete mit mezery v teorii, které ani neobjevite. Idealni postup
je tedy projit teoretickou ¢ast, seznamit se se zdkladnimi pojmy, naucit se je a nasledné spocitat tlohy
z tohoto souboru.

Prikladi je skute¢né mnoho, ale neni nutné pocitat vse. Typicky u otazek o funkcich a jejich grafech
¢i zékladnich rovnicich staci vétSinou udélat 2-3 piiklady a jet dal. Podobné analytickd geometrie
vypada rozsahla, ale ve skutec¢nosti jde o priklady, které zaberou minutu.

Otéazky z volitelné matematiky jsou naopak pokryté velmi bohaté, divod je prosty - neexistuje
rozumnd stiedoskolskd ucebnice matic a diferencidlniho a integralniho poctu. Spousta prikladi je ve
sbirce od Petdkové, ktera je dostupna volné online a lze si ji zadarmo stdhnout v PDF (pfedevsim
limity jsou tam dokonale zpracované).

Na webovych strankach naleznete navic odkaz na stazeni vSech materialt o teorii z volitelné ma-
tematiky. Urcité si vSe stahnéte a projdéte.

Preji Gspésné pocitani,

A%
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1. Vyroky a mnoziny (zakladni pojmy a operace, ¢iselné obory)

Priklad 1: Urcete negaci vyroku a nasledné rozhodnéte, ktery ze dvou vyroki je pravdivy, pokud je
puvodni vyrok nepravdivy, pokuste se ho opravit tak, aby byl pravdivy:

a. Pro vSechny pfimky p, ¢ v roviné plati, Ze p je kolm4a na g nebo p je rovnobézna s q.

b. Pro vSechny mnoziny A, B plati, ze A = B, pravé tehdy kdyz A ma stejny pocet prvku jako B.
c. Existuje takovy ¢tyruhelnik ABCD, jehoz tihlopticky jsou stejné dlouhé a zaroven na sebe kolmé.
d. Pro kazdé racionélni c¢islo a plati, ze jestlize je a < 1, pak é > 1.

e. Existuji takova dvé prirozend ¢isla a, b, Ze a - b je prvocislo nebo a - b < 1.

f. Je dana tsecka AB. Pro kazdy bod X v roviné plati, ze X lezi na ose tisecky pravé tehdy kdyz
|AX| = |BX|.

g. Pro libovolné kladné realné ¢islo plati, ze \/z >z & = < 1.

h. Existuje obdélnik ABCD takovy, Ze jeho thlopticka |AC| je krat$i nez jeho strana |AB|.
i. V8echny kofeny rovnice 22 — 42 + 2 jsou kladné nebo racionélni.

j- Kazdé ptirozené ¢islo a je liché pravé tehdy kdyz 2a je sudé ¢islo.

k. Existuje realné ¢islo = takové, ze x - 8 = 0 a zaroven x # 0.

1. Pro vSechny trojice rtiznych redlnych ¢isel x, y, z plati, Ze jestlize z -y - z ; 0, pak alespon jedno z
Cisel z,y, z je kladné.

m. Kazdy trojuhelnik ABC ma nejvyse jeden tupy tthel a zaroven alespon jeden ostry thel.
n*. Ke kazdé mnoziné A existuje takova mnozina B, ze AN B = ().

o. Existuje takova trojice rtiznych realnych ¢isel a, b, ¢, ze a - b-c € Q a zaroven alespon jedno z ¢isel
a, b, ¢ je iracionélni.

p. Pro kazdé realné ¢islo z plati, ze || > 0 nebo |z| = 0.

q. Kazda kvadratickd rovnice 22 + ax + b = 0, kde a, b jsou realna &isla, ma kofen v redlnych ¢isel
pravé tehdy, kdyz plati a® — 4b > 0.

Priklad 2: Negujte vyroky a vypliite jejich sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot:
a. (A= B)AN(AV B)

b.(AVB)< B

c.(A=B)AN (A& B

d.(AVB)A(AV B)

e.ANB)=B

f(ANA)= A

g.(BVB’)= (AANB)

Priklad 3: Je dana mnozina A = {z € Q|1 < z < 6, }. Udejte pfiklad nekoneéné mnoziny B a
kone¢né mnoziny C' takovych, aby:

a. AN B a AN C byla nekone¢nd mnozina
b.AU B a AU C byla kone¢na mnozina
c. platilo B C A a C C A a nasledné urcete dopliiky téchto mnozin v A
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2. Matematické dukazy (pfimy a nepfimy, sporem, matematicka in-
dukce)

Priklad 1: Dokazte:

a. prvocisel je nekone¢né mnoho

b. V2 je iracionalni &islo. Promyslete, jak dokézat, Ze n—t4 odmocnina z libovolného prvodisla je
iraciondlni.

c. jestlize obvodovy thel pfislusny tétivé AB pfi kruZnici £ mé hodnotu «, mé stfedovy thel pfislusny
této tétivé hodnotu 2« a tecna kruznice k v bodé A svira s tétivou tuhel a.

d. jestlize je trojuhelnik ABC pravouhly s pfeponou ¢, plati v ném a? + b? = ¢?

e. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou ¢ a bod P pata vysky na preponu. Dokazte, ze plati,
7e |AP| - |PB| = |PC|?* a |AP| - |AB| = |AC|?

f. soucet thlu v trojuhelniku je 180°

g. Je dan ¢tyftahelnik ABCD. Dokazte, Ze mu lze opsat kruZnici, jestlize pro jeho vnitini thly plati
a4+ f =v+ 9§ = 180°. Dale dokazte, Ze mu lze vepsat kruznici, jestlize pro délky jeho stran plati
a+c=b+d

h.Vz € R:sin®z 4 cos’z =1

a _ _b c
sin o sin 3 siny

i. Dokazte, ze v libovolném trojuhelniku ABC plati, ze
j- pocet podmnozin dané konec¢né mnoziny o n prvcich je 2"
k. a"-a® =a™**, dale (a")® = a™*. Jak z toho plyne, Ze a " = L a {/a = an?

Priklad 2: Dokazte pfimym dukazem, Ze kazdé prvocislo vétsi nez 3 musi davat po déleni Sesti zbytek
1 nebo 5.

Piiklad 3: Dokazte matematickou indukei, ze 13 4+ 23 + ... + n3 = "2("47“)2
Piiklad 4: Dokazte matematickou indukei, Ze 6|(n® + 11n)

Piiklad 5: Dokazte matematickou indukci, ze 73|(3%" — 237)

Priklad 6: Dokazte matematickou indukei, ze 20 + 21 4 ... 427 =27+l 1

Priklad 7: Je dén trojuhelnik ABC a v ném osa uhlu pfi vrcholu A. DokaZte, Ze tento trojihelnik je
rovnoramenny, pravé tehdy, kdyz je tato osa kolmé na stranu a. (uvédomte si, ze musite dokazat dvé
implikace!)

Priklad 8: Je dan trojuhelnik ABC a v ném téZnice na stranu a. DokaZte, Ze tento trojihelnik je
rovnoramenny, pravé tehdy, kdyz je tato téZnice zaroven osou tthlu pii vrcholu A.

Priklad 9: Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B,C plati AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

Priklad 10:Je dan libovolny trojuhelnik ABC'. Dokazte, Ze body B a C maji stejnou vzdalenost od
téZnice na stranu a.

Priklad 11:Dokazte, Ze se téZnice protinaji v jednom bodé a jsou jim déleny ve zndmém poméru.
Priklad 12:Dokazte, Ze se vysky trojihelniku protinaji v jednom bodé.

Priklad 13:Dokazte, Ze jestliZe stfed kruZznice opsané lezi ve stejném bodé jako st¥ed kruznice vepsané,
jedna se o rovnostranny trojuhelnik.

P¥iklad 14:Nepiimym ditkazem dokazte, Ze Vn € N : 3|3n + n? = 3|n.

Priklad 15:Necht Vz,y € R plati vztah sin(z+y) = sin x cos y+sin y cos x. Dokazte, Ze z této rovnosti
plynou vSechny zbyvajici souétové vzorce.

Piiklad 16:Dokazte, z2e Vz € C:z-Z=x,kdex € R,z >0

Piiklad 17:Dokaite, 7e (e®) = €%, (sinx) = cosz, (23) = 32°
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3. Linearni rovnice a nerovnice (véetné absolutni hodnoty), soustavy

linearnich rovnic

Priklad 1: Vyfeste rovnici (resp. nerovnici) pro z € R:

a. |z —1|— |3z +2| =14

b. 1 —2z —3|z| =4 — 2|z + 4]

c.lr+1]—|z=2|+|z—-3|—|z—4|=2

d. 3|z —4|—|z+5—x>2—3x

e.2lx+1| -3z -1 <4

£ 224+ 1|/3— |z —4]/4>2

Priklad 2: Vyfteste soustavu rovnic. Pokud se jedna o soustavu linearnich rovnic, pouzijte Cramerovo

pravidlo, ¢i Gaussovu elimina¢ni metodu:

Soustavy linearnich rovnic o tfrech neznamych
31 Urdete viechna ¢isla r.y, z € R tak, aby byla feSenim dané sonstayy:

a) r4+y+2r=-—1 d) 20 — w =0
2r—y+ 2z = -4 y+4z =28
dr +y+ 4z = -2 x - z=1

b) 224+ 3y+2=15 e} 2r+ y— z=0
Tr— y+z= 9 T+ y+2z=4
rt2yt+z= 9 dr +3y+32 =15

c) 20+ y—2=0 f 3z +2y+ 2=23
dr +2y+2=10 T+ y+ z2=2
x—y+3z=10 dr+3y+22=3

Soustavy linedrnich rovnic o vice neznamych
32 Urcete viechna ¢isla x, y, z, u € R tak, aby byla fefenim dané soustavy:

a) 2r —=3y+ z42u= 0 by a—-y+z+u=20
x4+ y=-2z— u= 6 T4y —z—u=32
dy — 2y — 3z —du = -G 2r —y +u=3
T4 243z —2u=—-7 3 +z—u=10

Priklad 3: Vyfteste soustavu rovnic.

t+y+1 3 111

) Toy+1l 2 8) Ty T2
;z:—l—-y—|—1_3 Ty =-1
l—a4uy

b) x4y =5 h) |z + 2]y = 10
ry =6 2 — 3y =6

c)x+ay+y=7 i) 2c4y="T
r—azy+y=1 |z —y| = 2

d) 2?2+ =125 i) ay +ay? =18
-yt = T+ zy’ =27

e) 2% —3y* =24 k) x%y% — 2%y = —4
2r =3y =10 2yt —x? = 7

f) 2? +4y* — 22 =15 D z+y=4

z—y4+1=10 voe+14 /=3
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4. Kvadratické rovnice a nerovnice (véetné vztahti mezi kofeny a
koeficienty), iracionalni rovnice

Priklad 1: Vyfeste rovnici (resp. nerovnici) pro z € R:
a. 22— 122 =v2—2
b. 2t — 822 +15 =0

c. 3zt +522—-2=0

z4+1 12z __ 0
C2—x z+3 T

3z+1 1-2x
€ 2 3:1 + z2—1 >0

o

x—1 rz—1
f. —x24+5x—14 + x2—4 <0

8- 5512162:2?19 _932524:13 +18=0
ho vz r1—+z—23=2
ivV3—z—Vr+1=3
jovVlI=2rx+V1-3x=1

z+1 z—2 __
k. V r—2 \/ z+1 — 1
4 1 3

L z+vVr2+zx z—Vz2+x T
Priklad 2: Urcéete kvadratickou rovnici, kterd ma kofeny x1,x2 a jeji absolutni ¢len mé hodnotu c,
je-li dano:

a. $1=—1,$2=3,C:5
b.z1=—-1,29=3,c=+3
c.x1=2,29=+3,c=1
:1+\/§’x2:17\/§7cz\/§

Priklad 3: vyfeste rovnici s komplexni nezndmou z a redlnym parametrem a:

e
8
S

a. 2a+3)22 +x—a+4=0
b.(a+1D2?+2a—-Dz+a—-1=0

¢ 1z =0
3 a—1 2a
dm+a+:p—a_x

Priklad 4: vyfeste nerovnici s redlnou nezndmou x a readlnym parametrem a:
a.ax? —4<0
b. 22 —ax >0

c.z2—a<0

V programu IATEXvysazel Zbynék Vrba 5 Uréeno pro maturanty Gymnazia v C. Krumlové



5. Geometrie v roviné — konstrukcéni alohy
U piikladu v této otdzce provedte vzdy rozbor, zapis konstrukce, konstrukei (hodnoty prvki si zvolte)
a diskusi.

Priklad 1: Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano:

a. a,Vq, g

b. a, vy, v

C. @, Vg, e

d. a,tg,tc

€. U, Vg,

f. a,vp, t,

g. a,Vp, te

h. a, py, @

i. a, Py, Ve

J- o,y to, te

k. t,, ty, ve

L. ty, vp, Ve

m. tg, Vg, te

n. tq, Vg, Vp

0. tg, tp, B

Priklad 2: Je déna piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka pfimky
p a prochazi bodem A.

Priklad 3: Jsou dany dvé soustfedné kruznice a sefna p obou kruznic. Sestrojte vSechny kruznice,
které se dotykaji obou kruznic a primky p.

Priklad 4: Jsou dény tsecky ruznych délek a, b, ¢, d. Sestrojte tisecku z, kterd ma délku:

—a
a.r =79
b. x = a?
c.xr=+vVab
__a+b
d‘x_c—l—d

e.r =+va?—d?

BX AX
Priklad 5: Rozdélte tisecku AB bodem X tak, aby platilo, Ze u = u

|AX|  |AB]
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6. Geometrie v roviné — vypocty

Priklad 1: Je dén étverec ABCD, se stranou délky 6 cm. Bod S je prusecik jeho thlopticéek, bod K
lezi uvnitt tsecky AB, 2 cm od bodu B, bod M je stfed tsecky SK. Urcete:

a. vzdalenost bodu K od thlopficky AC.

b. obsah ¢tytahelniku ADSK

c. délky tusecek SK a MC

d. polomér kruznice opsané a vepsané ¢tverci ABCD a nasledné pomér obsahi kruht, které jsou
urcené témito kruznicemi.

Priklad 2: Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF o strané a, jeho stied S a bod H, ktery je
psusecikem primek AC a BF'. Urcete a vyjadii v zavislosti na a:

a. jeho obsah.

b. pomér délek kruznice opsané a vepsané

c. pomér obsahu kruhi, které jsou urcené témito kruznicemi

d. Obsah trojuhelniku ABH, jestlize a = 2

e. Vzdalenost DH, jestlize a = 2 a nasledné obsah trojuhelniku DBH
f. polomér kruznice vepsané trojihelniku ACE

g. polomér kruZnice vepsané trojuhelniku ABC

Priiklad 3: Delsi thlopficka kosoc¢tverce ma délku 12 cm a jeden z jeho vnitinich thlt mé velikost
40°. Urcete jeho obsah.

Priklad 4: Vyjadrete obsah vySrafované ¢asti v zavislosti na a.

Priklad 5: Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou c¢. OpiSeme mu kruZnici a nad jeho od-
vésnami vytvorime piilkruznice. Urcete obsah modré ¢asti v zavislosti na délkach odvésen a, b.
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7. Geometrie v roviné — uziti zobrazeni

Piiklad 1: Narysujte libovolny trojihelnik ABC (at neni rovnoramenny ani pravouhly) a nasledné
ho zobrazte:

a. ve stfedové soumeérnosti podle priseciku O jeho vysek

b. v osové soumeérnosti podle jeho téZnice na stranu a

v

Vv

e. ve stejnolehlosti se stfedem K, ktery lezi vné trojuhelniku a koeficienty 2, % a —%

Priklad 2: Jsou dany rovnobézky a,b a bod C' uvnitf jejich pasu. Sestrojte rovnostranny trojihelnik
ABC tak, aby A € a,B € b.

Priklad 3: Sestrojte trojuhelnik ABC' s obvodem o = 15 c¢cm a vnitfnimi Ghly « = 45°, 5 = 75°.

Priklad 4: Je dédna pfimka p, kruznice k a bod S, ktery nelezi ani na p¥imce, ani na kruznici. Sestrojte
kosoctverec ABCD tak, aby AB € p, D € k a bod S byl jeho stfedem.

Priklad 5: Jsou déany dvé kruznice k,l a bod C. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' s tthlem
pri zakladné AB 15° tak, aby A € k, B €l

Priklad 6: Je dan ¢tverec ABC D. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik AXY tak, aby X € BC,Y €
CD.

Priklad 7: Jsou dany rovnobézky a,b a bod C' uvnitf jejich pasu. Sestrojte rovnostranny trojihelnik
ABC tak, aby A € a,B € b.

Priklad 8: Je dana kruznice k a tsecka AB. Sestrojte tétivu XY kruZnice k, kterd je rovnobézna se
zadanou useckou a mé stejnou délku jako tato tsecka.

Priklad 9: Jsou dény dvé soustfedné kruznice, na vnitfni kruznici lezi bod S. Sestrojte obdélnik
ABCD se stfedem S tak, aby AB lezelo na vnitini kruznici a C'D na vnéjsi.

Priklad 10: Je déna kruznice k a uvnit¥ ni bod M. Najdéte vSechny tétivy AB kruZnice k, pro které
plati, ze bod M je déli v poméru 2:7.

Priklad 11: Je déan trojuhelnik ABC'. Vepiste do néj ¢tverec KLMN tak, aby KL € AB,M €
BC,N € AC.

Priklad 12: Sestrojte trojuhelnik ABC' s vnitinimi uhly a = 60°, 8 = 75° a téznici t, = bem.

Priklad 13: Sestrojte kosoctverec ABC D s thlopfickami v poméru 3:5 a stranou délky 6 cm.
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8. Funkce (pojem fce, zakladni vlastnosti, inverzni fce)

Priklad 1: Urcete defini¢éni obor funkce f:

_ 45 — 1 — x?

Piiklad 2: Naleznéte inverzni funkci f~! k funkci f a urcete defini¢ni obory a obory hodnot obou

e S = e s 16
b. f:ry=+/(8-2%) (2221 -2)
3 — 4z
. cy=In|{ ———
¢ fiy n<4—7x—3x2)
d f:y=+In(z—-3)-2
e. fiy=VV2—z+/6—2—4
2 1
f. f:y:\/sin<3x+;>—2
Foy—lo z? — 10z + 25
& JrU= 0802 \ 99, 327 66
1\yz—1
1=t
h. f:y= —(2)
In(z+3)—1
funkci:
a. fry=a23-1
b. f:ry=2"341
c. fry=logs(z—2)—4
d. f:y=vr—-2+4
z—1
¢ f'y_3x+2
Priklad 3: Urcete, zda je funkce f licha, ¢ sudé, je-li ddno
f -
a. cy =
Y= B3 3
25— 2
b. f:y= 1
T —x
c. f:y=x-sinzx
d. f:y=e€"-23
e. f:y=cosx—sintx
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9. Racionalni funkce (konstantni, linearni, kvadraticka, mocninna, li-
nearni lomena)

Priklad 1: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f, jeji pruseciky s osami, intervaly, kde je
rostouci, klesajici, kladnd, zaporna. Nacrtnéte jeji graf Rozhodnéte, zda je lichd, sud4, ¢i prosta. U
kvadratickych funkci urcete vrchol, u linearnich lomenych posun poc¢atku souradnic a asymptoty:

a. f:y=3x—4

b. f:yz?—%:r

c. fry=|z—1—|2z—3|
d f:y=z—|z|— |4z —1]
e. f:y=22+62+5

f. fiy=22+6|z|+5

g. fiy=a2-5lz—1]+2
h. f:y=-222+62x—-5

fry=322+42 -1

—

. x+ 2
oo fry=_
3x — 2
k. Ty =
Fy=5"3
1—2x
1. Ty =
Py =573
f 1 +3
m. Yy = —:
YT a2
f L +1
n. : = —
Y 4 + 3|x|

Piiklad 2: nacrtnéte graf funkce, urcete defini¢ni obor:
Fiy=(@-2°-1

a.
b. f:ry=(x+3)°-4

c. fry=@-1)"3-2

d fry=(x+4)72+3

Piiklad 3: Pomoci graft mocninnych funkci urcete vSechna realné ¢isla x, pro ktera plati:
a. a3 >a7

b. a2 3>z7°

c. a¥>az?

d. z4>az6
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10. Exponencialni a logaritmicka funkce, goniometrické funkce

Priklad 1: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f, jeji priseéiky s osami, intervaly, kde je
rostouci, klesajici, kladna, zaporna. Nacrtnéte jeji graf Rozhodnéte, zda je liché, sud4, ¢i prosta. U
kvadratickych funkci urcete vrchol, u linedrnich lomenych posun poc¢atku souradnic a asymptoty:

a. f:y=20"3) _4

b. f:y=3Et) _9

1 (z+2)
c. f:y= (2> +1

3 (z—1)
d. f:y= (2> -2

e. fry=logy(r+3)—1
f. f:y=2sin(3x2)

g. f:yz—cos(:z—l-g)

h. f:y:sin(Qa:—g)
i f:yzcos(ﬁ)—\g§
j- f:yzsin(m—?)—

k. f:y=2cosx—+3
L. f:y=tg(22)
m. f:yzcotg(a:—%)

n. f:y=-tgx

V programu IATEXvysazel Zbynék Vrba

11

Uréeno pro maturanty Gymnazia v C. Krumlové



11. Exponencialni a logaritmické rovnice a nerovnice

Priklad 1: ReSte rovnici ¢ nerovnici pro = € R:

a.
b.

=

u.

2= = 16
1
97 . 3(@+1) — =
9

3 (2z+1) 7 (4—x)
— 2 —
) = ()

2—15 - 612—121’
<1)(2—\/5z+1)

< 4. 2\/5z+1
4 >

9742 4 5.97Fl = 14
3:E+2 + 91+1 =810

3% 4 32—1—1 o 5x+1 — 5% _ 3m+3 + 5x+2
6230—3 — ﬁ

12 = 41-=

210827 — G4z

logy(z +14) — 6 = log%(:z: +2)
logy(2x +5) —logy(x +1) =1
:E1+log3a: =9
(\/5 logy z—2 _ T
logs(2z+3) > 1
1ogi(:v +5)>—1

2log? = + 5logs x > —2

logzg r+3<4logzx

3 3
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12. Goniometricka rovnice, trigonometrie

Priklad 1: Vyfeste s vyuzitim jednotkové kruznice goniometrickou rovnici ¢i nerovnici v zékladnim
tvaru pro x € R:

a. sm(x—%):—g g tg(Bz+4T)>1

b. cos(2z+ 2F) = 71 h.  cotg (22— 5%) <0

c. tg(z—2F)=3 i cos(z+ T g@

d. cotg Bz —%)=-1 j. cos(z+3) > -1

e 81n(4:1:—7r):§ k. sin (22— 5F) > -2
f. cos(%E) =0 L sin(3z—F) >0

Priklad 2: Vyfeste s vyuzitim jednotkové kruznice a goniometrickych vzorci goniometrickou
rovnici ¢i nerovnici pro ¢ € R:
a. 2cos’x —3=3sinx
cos* x — sin*

COSQLU—SiIl2l‘=\/§-Sin$—2

=

r=1

2cos?x =2+ sinz

sinx +sin2x =0

sinz ++v3cosx =1

c
d

e

f. cos2x +sinzcosz =1

g

h. 3cotg3z + 3cotg?x — cotgx = 1

Dalsi goniometrické rovnice najdete v Petakové na strané 52.

V programu IATEXvysazel Zbynék Vrba ].3 Uréeno pro maturanty Gymnazia v C. Krumlové



13. Rovnice s parametrem

Piiklad 1: Reste rovnice s neznamou x € R a parametrem p € R:
a. 2%z —3p=1—pr+2z
2 3

T+p _ 9.4 D

b.
14+ rT—Dp
. 2e+p  p
" 212 z-2 P

d (2p+3)2’+r—a+4=0
e. x2—2px+2p>—-9=0

f. pe?+p’x+p=0
g (I—-pa®—-2p—-1r—p+1=0
h. pz?+Bp+2)z+2a+1=0

Priklad 2: Urcete, pro které hodnoty parametru p € Z ma néasledujici rovnice pravé jeden celoéiselny
kofen:
p(2—p)z=4p

Priklad 3: Urcete, pro které hodnoty parametru p € R méa néasledujici rovnice dvojnisobny koten:
(p+1)a? -8z +p=0
Priklad 4: Urcete, pro které hodnoty parametru p € R mé nésledujici rovnice komplexni kofeny:
(p+3)2*—224+p—3=0

Priklad 5: Urcete, pro které hodnoty parametru p € R mé néasledujici rovnice jeden z kofentd roven
nule a nasledné urcete druhy koten:

> — (p+4)r+p*—102+21=0

Priklad 6: Urcete, pro které hodnoty parametru p € R ma nésledujici rovnice jako kofeny navzajem
opacni cisla:

22— (p+3)x+p—13=0
Priklad 6: Urcete, pro které hodnoty parametru p € R m4 nésledujici rovnice jako kofeny navzajem
prevracena ¢isla:

22— (p+3)z+p—13=0
Piiklad 6: Urcete, pro které hodnoty parametru p € Z ma nasledujici rovnice jako kofen prirozené
¢islo:

p+12=15z+15—p
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14. Stereometrie

Piiklad 1: Je dén kvidr ABCDEFGH o stranach |AB| = 6,|BC| = 4,|AE| = 12. Stfed hrany BC
oznacme K, ve tfetiné hrany HG, blize vrcholu H, lezi bod L. Urcete:

a. vzdalenost bodu K od ptimky EF g. odchylku ptimek EG a C'L
b. vzdalenost bodu K od primky AG h. odchylku p¥imek AL a DH
c. vzdalenost KL i. odchylku pfimky F'D od roviny ABC
d. vzdalenost bodu A od pfimky KL j. odchylku pfimky KL od roviny ABC
e. vzdalenost vodu L od roviny CFH k. odchylku pfimky C'L od roviny ADE
f. odchylku piimek BC a EK 1. odchylku pfimky BL od roviny ADFE

Priiklad 2: Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV s hranou délky a a vyskou v = a.
Stred podstavy ozna¢me S. V poloviné hrany V C' lezi bod M. Urcete:

a. vzdalenost bodu M od pfimky F'C
b. vzdalenost bodu M od primky AC
c. vzdalenost bodu M od pfimky BC
d. odchylku pfimky SM od roviny ABC
e. vzdalenost vodu C od roviny MDA
f. odchylku ptimky AM od roviny ABC

Priklad 3: Provedte fez krychle rovinou, kterd je dédna body na hrandch krychle, které maji tu
vlastnost, ze zddné dva nelezi ve stejné sténé krychle.

Priklad 4: Provedte fez pravidelného Sestibokého hranolu a jehlanu rovinou, které je déna
a. tfemi body na hranéch télesa, které nejsou podstavné

b. pfimkou v roviné podstavy a jednim bodem na hrané télesa (nikoliv v podstaveé)
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15. Objemy a povrchy téles

Priklad 1: Vypocditejte povrch a objem pravidelného osmisténu, ktery méa vysku 8 cm.

Priklad 2: Vypoditejte povrch a objem pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC DV s hranou podstavy
délky 4 cm, jestlize:

a. vyska jeho stény je 6 cm
b. odchylka hrany AV od roviny podstavy je 45°
¢. odchylka protéjsich boc¢nich stén je 30°

Priklad 2: Do rovnostranného kuzelu (jeho fezem je rovnostrann trojihelnik) je vepsdna koule.
Urcete, kolik procent objemu kuzele zabira tato koule.

Priklad 3: Do vélce je vepsana koule. Urcete, kolik procent objemu valce zabira tato koule.

Priklad 4: Potfebujeme udélat karnevalovou éepici ve tvaru kuzele vysokou 30 c¢m, kterd mé obvod
podstavy 45 cm. Urcete, kolik je na ni tfeba papiru, jestlize pocitdme s desetiprocentnim odpadem.

Priklad 5: Koule je rozdélena dvéma rovnobéznymi rovinami na tfi ¢asti se stejnym povrchem. Jaky
je objem kazdé casti?
Priklad 6: Vypocditejte povrch a objem pravidelného Sestibokého hranolu, jestlize dvé jeho télesové

thlopricky ze stejného vrcholu maji délky 15 a 17 cm.

Ptiklad 7: Pravidelny ¢tyiboky komoly jehlan ma objem 1510 cm?. Uréete jeho povrch, jestlize jeho
podstavné hrany maji délky 10 a 18 cm.

Priklad 8: Na vélec vysky 4 m a s prumérem 1 m postavime kulovy vrchlik, ktery ma vysku 25 cm.
Jaky objem a povrch ma téleso? Jaky je polomér koule, ze které vznikl vrchlik?

Priklad 9: Na véalec vysky 4 m a s primérem 1 m postavime komoly kuzel, ktery mé vysku 25 cm a
horni podstava ma primér 50 cm. Jaky objem a povrch ma téleso?

Priklad 10:Urcete objem a povrch koule, ktera je opsana krychli o strané 8 cm.
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16. Analyticka geometrie v roviné

Piiklad 1: Jsou dény body A[—5;3], B[1;4], C[2;7], které tvoii trojuhelnik ABC. Spoditejte:
a. rovnici téZnice na stranu a v parametrickém, obecném, smérnicovém i tsekovém tvaru
b. rovnici vysky na stranu b

. rovnici pfimky p, ktera je rovnobézna se stranou ¢ a prochézi bodem C.

o

d. odchylku vysky na stranu b a téZznice na stranu a

e. vzdélenost stfedu strany AB od strany b.

f. soufadnice stfedu kruznice opsané trojuhelniku ABC.

g. souradnice pruseciku vysek trojuhelniku ABC'.

h. velikosti vnitfnich thla trojihelniku ABC.

Priklad 2: Jsou dany body K[2;1], L[—1;3], Rozhodnéte o vzadjemné poloze pfimky KL a pfimky
AB. Pokud jde o rovnobézky, urcete jejich vzdalenost, pokud o riznobézky, najdéte prusecik a od-

chylku. Najdéte rovnici pfimky AB v parametrickém, obecném, smérnicovém i iisekovém tvaru
a. A[—2;2], B[4;1]

b. A[1;7], B[10;1]
c. A[5;7], B[5; 3]

c. A[1;7], B[5;7]
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17. Analyticka geometrie v prostoru

Piiklad 1: Jsou dany body A[3;1;2], B[—1;3;7], C[1;1;3]. Najdéte obecnou rovnici roviny ABC a
nasledné ozhodnéte o vzajemné poloze roviny ABC' a:
a.roviny p:224+y—2—-1=0

b. roviny 0 : —2x +6y —4z+1=0

c. pfimky, kterd prochézi body K|[2;2;1], L[1;0; —1]

d. primky, ktera prochézi body E[4; —2;5], F[3;1; 3]

Pokud jde o rovnobéznost, urcete vzdalenost, pokud o rtiznobéznost, najdéte prisecik a odchylku. V

pfipadé riznobéznych rovin urcete jejich priisecnici, bod, kterym priisecnice prochazi a jeji smérovy
vektor.

Priklad 2: Je dana piimka p(A; ), kde A[1;1;2], 7 = (3; —1; —2). Urcete:

a. Vzdalenost bodu K[2;5;1] od této primky

b. jeji vzajemnou polohu s pfimkou, kterd prochazi body E[—2;1;4], F[1; —3; 0]
c. jeji vzédjemnou polohu s pfimkou, kterd prochazi body G[1;3;2], H[—1;0;1]
d. jeji vzédjemnou polohu s pfimkou, kterd prochazi body I[4;3;4], J[1;4;6]

Pokud jde o rovnobéznost, urcete vzdalenost, pokud o rtznobéznost, najdéte prisecik a odchylku.
Pokud jde o mimobézky, urcete odchylku a jako bonus mutzete urcit i jejich vzdalenost.
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18. Kuzelosecky

Piiklad 1: Urcete, o jakou kuzelosecku se jednd, nacrtnéte ji a urcete vSechny dulezité prvky (kruznice
- stred a polomer, elipsa - stred, vrcholy, ohniska, excentricita, délka poloos, hyperbola - stred, vrcholy,
ohniska, excentricita, délka poloos, rovnice asymptot, parabola - vrchol, vidici primka)

a.x? —4y+6x—2=0 g.252% + 150z + 9y — 18y +9=0

b.4z? — 16z —y2 — 8y —2=0 h.—422 —8x + 1>+ 10y +5=0

c.—222 4+ 9y? — 54y +63 =0 ida? — 4z +4y®> —32y+33=0

da? —dr +4y? + 16y +12 =0 jo—2y% —dy +6—22 =0

e2r? — 120 +9+ 12y =0 k.14422 — 480z + 144y% — 504y — 3767 = 0
£322 + 60 — 22+ 12y —27 =0 ly? +2y+6—-8x =0

Piiklad 2: Urcete rovnici kruznice, kterd prochazi body A[2; 3], B[—4;0], C[—1;2].
Priklad 3: Elipsa m4 ohniska v bodech E[—1;0], F'[1;0] a lezi na ni bod K [2; @] . Uréete v8echny
jejl prvky.
Piiklad 4: Elipsa mé vrcholy v bodech [2; 6], [2; —2], [4; 2], [0; 2]. Uréete jeji rovnici a ohniska.

Piiklad 5: Najdéte body, kde se protinaji kruznice k : 2? —4x4+y?—6y+5=0al : 2°+2zx+y>—4y—1 =
0.

P¥iklad 6: Ridici piimka paraboly je kolmé na jednu z os a prochazi bodem M|2;3] a osa paraboly
prochézi bodem K[6;3]. Vzdéalenost bodu K od ohniska je 2. Urcete vrchol a rovnici.

Priklad 7: Osy hyperboly jsou totozné s osami soufadnic, jeji excentricita je 5 a hyperbola prochézi
bodem Z[4;3]. Urcete vSechny prvky hyperboly.
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19. Vzajemna poloha pfimky a kuZelosecky, tec¢na kiivky

Priklad 1: Je ddna pfimka p : y = x — a. Urdete v zavislosti na hodnoté parametru a moznou vza-
jemnou polohu s :

a. kruznici k(S;7), kde S[1; 2], = /3

b. kuzeloseckou 222 — 42 +3y —1 =0

c. kuzeloseckou 6z + 32> — 2y —8 =0

d. kuzeloseckou 2x% 4+ 4x + 3y> + 12y — 10 =0

Priklad 2: Je dana kruZnice k se stfedem v bodé S[—2; 3] a polomérem 5. Najdéte jeji tecny z bodu
A[13; 8] - pouzijte polaru.

Priklad 3: Je dana kruZnice k se stfedem v bodé S[—2; 3] a polomérem 5. Najdéte jeji teény z bodu
A[13; 8] - pouzijte Thaletovu kruznici.

Piiklad 4: Je dana elipsa 222 — 4z + 3y* — 12y + 10 = 0. Urdete rovnici jejich tecen v bodech T'[1;¢,]

Ptiklad 5: Je dana parabola 4y? — 24y + 28 + 8z = 0. Uréete rovnici viech pifimek, které maji s touto
parabolou spole¢ny pravé jeden bod T'[—1;t,].

Priklad 6: Je dana hyperbola —6x2 + 242 + 15y% 4 90y 4 81 = 0. Uréete rovnici jejich tecen v bodech
T[4;t,]
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20. Kombinatorika

Priklad 1: Na vyleté je 12 divek a 21 chlapci. Kolika zpusoby:

a. z nich vybereme 3 divky a 2 hochy, ktefi ptijdou rano nakoupit?

b. mizeme vytvori rozpis 8 ucastniki, kteri budou drzet v noci hlidku?

c. mizeme vytvori rozpis 8 tcastniki, ktefi budou drzet v noci hlidku tak, aby slo o alespon 6 hochii?
d. z nich mizeme vytvorit 10 tane¢nich para?

Priklad 2: Kolik existuje sedmimistnych ptirozenych ¢isel:
a. kterd maji vSechny c¢islice rtizné?
b. ktera obsahuji pouze Cislice 5 a 77
c. kterd obsahuji pravé ¢tyfti cislice 07
d. ktera jsou slozend z ¢islic 1234567 tak, ze se zadna Cislice neopakuje a vysledné cislo je délitelné
CtyTmi?

Priiklad 3: Ve t¥id€ je 16 studentti, z toho 5 divek. v ucebné je devét lavic po dvou mistech. Kolika
zpusoby:
a. mizeme studenty rozesadit?
b. mizeme studenty rozesadit tak, aby zadné dvé divky nesedély spolu?
c. muzeme studenty rozesadit, jestlize je ndm jedno, jestli sedi v dané lavici vpravo nebo vlevo?

Piiklad 4: Kolika zptisoby muzeme z dvaceti tymu Spanélské ligy vybrat 8 tyma tak, aby:
a. nebyl vybran Real Madrid?
b. byl vybrana Barcelona, ale nebyl vybran Real Madrid?
c. byla vybrana Barcelona i Real Madrid?
d. byla vybréana Barcelona nebo Real Madrid? (pozn. matematické nebo je slucovaci, tj. znamena
”jeden, druhy, nebo oba zaroven”)

Priklad 5: Ve firmé je 9 aut riznych znacek. Na vybér je ze 4 barev.
a. kolika zptusoby lze témto voziim vybrat barvu?
b. Kolika zpiusoby se mohou postavit na parkovisti s jedenacti misty?
c. 4 jsou modra, 3 bild a 2 cerna. Kolika zptisoby je lze postavit vedle sebe, jestlize sledujeme jen
barvu auta?
d. 4 jsou modra, 3 bila a 2 ernd, kolika zptisoby lze rozhodnout, které auto bude mit kterou barvu?

Priklad 6: Heslo k emailu se sklad4 z nékteré z deseti ¢islic 0-9 nebo z nékterého z 26 pismen a-z.
a. Kolik umime vytvorit sedmimistnych hesel?
b. Kolik procent z nich obsahuje jen pismena?
c. Kolik ¢tyfmistnych hesel lze poskladat z pismen a,b,c,d,e?
d. Je silnéjsi pétimistné heslo slozené z pismen nebo sedmimistné heslo z ¢islic??

Piiklad 7: Ve tiidé je 10 chlapct a 15 divek. Na ubytovné pro né maji jeden Sestilizkovy, jeden
pétilazkovy, dva trilizkové a ¢tyri dvoultizkové pokoje. Kolika zptisoby se studenti mohou rozdélit do
pokoju, jestlize:

a. Mohou byt divky s chlapci na jednom pokoji?

b. Nemohou byt divky s chlapci na jednom pokoji?

6 z nich uz je na Sestilizkovém pokoji. Kolika zptisoby se mohou rozmistit na postele, jestlize:
c. se jedna o palandy a jim jde jen o to, kdo bude dole a kdo nahote

d. se jedna o palandy a jde jen o to, kdo s kym bude na stejné palandé?
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Piiklad 8: Fotbalovy trenér ma v tymu 3 brankare, 6 obranct, 9 zélozniki a 5 tocniku. Kolika
zplisoby mize vybrat zahajovaci jedenécticlennou sestavu, jestlize:
a. Chce hrat systémem 3-5-27 (to jest 3 obranci, 5 zalozniku, 2 Gtoc¢nici - brankéf je na hfisti vzdy)
b. Chce hrat systémem 5-4-17
c. Chce hrat systémem 3-4-37
d. Jestlize uz méa zvolenou zahajovaci sestavu, kolika zptsoby dovybere 5 hra¢a na stiidacku tak, aby
v ni byl pravé jeden nadhradni brankai?

Priiklad 9: V akademickém sendtu univerzity mé kazda ze sedmi fakult devitii¢lenné zastoupeni.
Kolika zptisoby mtzeme vybrat 7 prorektord, jestlize:
a. chceme, aby kazdéa fakulta méla prorektora?
b. Lékarska fakulta mé mit pravé 3 prorektory a ostatni fakulty nejvyse jednoho?
c. Jedna z fakult m4a obsadit vSechny prorektory?
d. vyfeste a a b jesté jednou, ale tentokrat rozliSujte jednotlivé prorektoraty (prorektor pro védu,
prorektor pro zahranici...)

Piiklad 10: Sest piatel vyrazilo do restaurace. V menu je 8 predkrmt, 11 hlavnich jidel a 3 de-
zerty. Kolika zpusoby si mohou objednat kazdy predkrm, hl. jidlo a dezert, jestliZe:
a. chtéji vsichni stejny dezert?
b. Chtéji kazdy ruzné hlavni jidlo?
c. Alena bude jist jen pfedkrm a hlavni jidlo nebo jen hlavni jidlo a dezert. Kolik ma moznosti?
d. Nechaji si pfinést 4 pfedkrmy a 3 hlavni jidla a podéli se o né.

Piiklad 11: Kolika zptisoby lze na Sachovnici 8x8 rozestavit:
a. 6 bilych pésci tak, aby byli ve stejném sloupci?
b. 5 riznych figur tak, aby staly na dvou bilych polich a tfech ¢ernych?
c. 16 zahajovacich figur jedné barvy do dvou prvnich fad? (8 pésci, dvé véze, dva jezdci, dva stielci,
dama a kral)

Priklad 12: Z balicku karet na poker (13 karet rtiznych hodnot ve ¢tyfech barvach) vytahneme 5
karet. Kolik je moznosti, zZe:
a. tyto karty budou vsechny srdcové?
b. tyto karty budou obsahovat alespon tii esa?
c. tyto karty budou jen dvojky a trojky?
d. pajde o 5 karet riznych hodnot?
Piiklad 13: Je dan vyrok

OD POKLOPU KE POKLOPU KYKLOP KOULI KOULI
Kolika zpusoby lze tento vyrok zapsat jako fadu pismen?
Priiklad 14: 19 studenti ¢tvrtého roéniku si ma vybrat jeden ze ¢tyf rtznych volitelnych pred-
méti.
a. Jaké mohou byt pocty studentii u jednotlivych predmeéta?

b. Jaké mohou byt pocty studentl u jednotlivych predméti, jestlize vime, ze kazdy z predmétii si jisté
zapisi alespon 2 studenti

Piiklad 15: U novinového stanku prodavaji Lidové noviny, Hospodéaiské noviny, Pravo, Mladou
Frontu a Blesk. Od kazdych novin maji 20 kust. Kolika zptsoby lze koupit 21 kust novin?
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21. Pravdépodobnost

Priklad 1: Z pokerového balicku (4 barvy - srdce, kary, piky, kiize, od kazdé barvy 13 hodnot -
2,3,4...10,J,Q,K,A) tdhneme zcela ndhodné 5 karet. Jaka je pravdépodobnost, zZe:

a. vSechny tazené karty maji stejnou barvu?

b. vSechny tazené karty jsou srdcové?

c. mezi témito péti kartami jsou pravé tii karty stejné hodnoty?

d. se jedna o po sobé jdouci hodnoty karet?

e. mezi témito péti kartami jsou pravé dvé karty stejné hodnoty?

f. mezi témito péti kartami jsou dvé dvojice karet stejné hodnoty a pata karta je jina?

h. mezi témito péti kartami jsou tii karty stejné hodnoty a dvé karty stejné hodnoty?

Piiklad 2: Ridi¢ jede pies Ceské Budéjovice, kde mé na své trase 9 svételnjch kiizovatek, které
maji na semaforech pouze dvé barvy - zelenou a Cervenou. Pravdépodobnost, Ze na dané kfiZovatce
sviti Cervend, ¢ini % Jaké je pravdépodobnost, Ze pii jizdé Fidi¢ dostane zelenou na alespon Sesti
kfizovatkach?

Piiklad 3: Student se zapomnél naucit na test, ktery obsahuje 15 otazek. Na kazdou otazku je mozné
odpovédét pravé jednim spravnym zpusobem a je nabizeno 5 moznosti. Student doufé, Ze pfi tipovani
bude mit alespont 75% pravdépodobnost, ze uspé&je. Kolik Spatnych odpovédi by v tom piipadé musel
mit povoleno?

Priklad 4: 29 studentt se dostalo na vysoké koly. Do Prahy ptijde 14 z nich, do Brna 9, do Olomouce 4
a po jednom do Plzné a Usti nad Labem. Losujeme nadhodné pétici studentti. Jaka je pravdépodobnost,
ze:

a. vylosujeme alespon jednoho studenta, ktery jde do Olomouce?

b. vylosujeme 5 studentti ze stejného meésta?

c. vylosujeme z kazdého mésta pravé jednoho studenta?

Priklad 5: Hodime ¢&tyimi kostkami. Jaké je pravdépodobnost, Ze
a. Padne alespon na jedné z nich sudé cislo?

b. Padne alespon na jedné ¢islo 17

c. Padne soucet 167

d. Padnou navzajem rtznéa ¢isla?

Priklad 6: Ve skupiné 32 studentt jsou také Jeni¢ek a Mafenka. Jaka je pravdépodobnost, Ze
a. P1i losovani pétice studentd v nich budou oba?

b. P losovani pétice studentd v nich bude alespon jeden z nich?

c¢. Pfi déleni do ¢tyt skupin po osmi budou oba ve stejné skupiné?

Priklad 7: V nemocnici maji dva pfistroje. Starsi z nich urcuje spravnou diagnézu s pravdépodobnosti
0,93, modernéjsi piistroj s pravdépodobnosti 0,97. Jaka je pravdépodobnost, ze

a. Oba pfistroje uréi spravnou diagnézu?

b. Oba pfistroje urci Spatnou diagnézu?

c¢. Starsi pristroj uréi diagnézu spravné, zatimco modernéjsi Spatné?

Piiklad 8 (Binomicka véta): Urcete hodnotu ¢isla x tak, aby:

a. paty clen rozvoje (% — \/5)9 byl roven 2016

b. sedmy ¢len rozvoje (V/x + 1 — /1 — x)g byl roven 63
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22. Posloupnosti (pojem, zadani, vlastnosti, limita), aritmeticka po-
sloupnost

Priklad 1: Dokazte, zda je dana posloupnost (a,). ; klesajici nebo rostouci (¢i ani jedno), jestlize je
dan vzorec pro n—ty ¢len:

a. ay = log% (ny/n)
b. a, = n? —n?

c.ap=+vn—1-—2yn

Priklad 2: Posloupnost (a,),-; je aritmetickd. Najdéte jeji diferenci, prvni ¢len a soudet prvnich
dvanacti ¢lend, jestlize:

a. a7y = —7, aiz = —2

b. ag = 8,&13 =1

C. a5 = 116, aig = 445

Priklad 3: Vypocditejte:

a. soucet vSech trojmistnych sudych prirozenych cisel

b. soucet vSech trojmistnych piirozenych ¢isel délitelnych sedmi

Priklad 4: V zelezarnéich jsou na sobé vyskladané roury tak, Ze v kazdé vyssi fadé je o jednu rouru
méné, nez v predchozi. Jaka je hmotnost celé hromady, jestlize jedna roura vazi 180 kg, roury jsou v
osmi fadach a v horni fadé je 32 rour?

Priklad 5: Délky stran pravotuhlého trojuhelniku tvofi t¥i po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloup-
nosti. Obvod trojihelniku je 96 cm. Urcete délky stran.

Piiklad 6: Urcete prvni ¢len a diferenci AP (a,)0~,, jestlize plati:

n=1>
a.az+ay =2,a2 +ay = —8
b. 2a9 — a3z = 20, a4 — ba; = —95
C. a5 a4 = —9,a4 +a5 =4

d. a3+a5:8,a§—a§:32

Priklad 7: V AP (a,);2, je prvni ¢len roven deseti a diference ma hodnotu -2. Uréete, ktery ¢len se
rovnd Sestiné souc¢tu vsech predchozich ¢lent.
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23. Geometricka posloupnost, nekone¢né rady

Priklad 1: Uréete prvni ¢len, soucet prvnich osmi ¢leni a kvocient GP (ay,), ;, jestlize plati:

9 81
a. a4 = 5,06 — Y

b. a3:§,a7:%

C. a14 :8,a9 = 64

d. a1 + a0 —aqg = —110,0a0 + a3 — a5 = —220
e. ag—a4:360,a7—a5 =144
f.as-a3=9,a0 +a3=10

Priklad 2: Dokazte, ze ¢isla /5 — v/2,v/3, V5 + v/2 jsou tietim, ¢tvrtym a patym clenem jisté geom.
posloupnosti. Urcete jeji kvocient a prvni ¢len.

[N\

Priklad 3: V GP s prvnim ¢élenem 36 uréete kvocient tak, aby platilo, Ze soucet prvnich 3 ¢lent je
mensi nebo roven 252.

Priklad 4: Priichod sklenénou deskou zeslabi svétlo o 4%. Kolik takovych desek musime pouzit,
abychom zeslabili svétlo na polovinu?

Priklad 5: Kolik penéz musime vlozit na spofici et s roéni trokovou mirou 8,5%, jestlize chceme,
aby vynos po 5 letech ¢inil 50 tisic korun? Uvazujte dan z troku ve vysi 15%.

Priklad 6: Pan Novy si pijéil u banky 600000, které hodla splatit v péti stejnych ro¢nich splatkach.
Urcete hodnotu splatky, jestlize ro¢ni trokova mira ¢ini 18%.

Priklad 7: Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou konvergentni a urcete jejich limity:

®
—
3
[\
|
w
3
|
S
=

f, (m _ zn2)°°

n=1

Priklad 8: Urcete (pokud je to mozné) soucet nekoneéné rady:

Priiklad 9: Nekonecnd spirdla se skladé z pulkruZnic, z nichZ kazda mé o tfetinu mensi polomér, nez
ta predchézejici. Urcete délku spiraly, jestlize prvni ptlkruznice ma polomeér 12 cm.

Piiklad 10: Ctverci o strané 2 cm je opsana a vepsana kruznice. Do mensi z kruznic vepiSeme &tve-
rec a do né€j opét kruznici a takto postupujeme do nekonecna. Urcete soucet obsahti a obvodl vsech
kruznic a vsech c¢tvercti.

Priklad 11: Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem p#i Ci, ktery je polovinou rovnso-
tranného trojihelniku o strané 1. V tomto trojihelniku ABC, udélame vysku z vrcholu C1, jejiz patu
oznacime C5. V trojihelniku AC1C5y udélame opét vysku a nové vznikly bod oznac¢ime C3 atd. Urcete
délku lomené ¢ary, ktera spojuje vrcholy Ci, Cy, Cs..., Cy, ..., A a soucet obsaht trojuhelniku AC,,Cy, 41
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24. Matice, determinanty

Priklad 1: Jsou dény matice:

Vypocitejte:
a. A+ D
b.B-C
c.C-B

d. B3

e2D — 3A

Priklad 2: Reste soustavu rovnic pomoci elementarnich radkovych tiprav matice. ReSeni zapiste vzdy
ve tvaru

[X1; To; o wp] = ...

V piipadé nekonecného poctu feseni vyuzijte vhodné parametry a urcete, o jakou mnozinu boda se
z geometrického hlediska jedna (pfimka, rovina, prostor, étyfrozmérny prostor...). Soustavy, které
maji stejny pocet neznamych, jako rovnic, feste pomoci Cramerova pravidla. Tento priklad
v sobé skryvd vypocty determinanti matic, proto mu vénujte zvysenou pozornost

1.
5.
20 —y+ 2z =1,
3z — 2y — 2= —1, 22 =3y + 2+ 2w+ 3v =4,
T—2y42z=—T dor — 4y — z + 4w + 11v = 4,
2y + 2z +4v = =5,
20 =5y — 2242w —v =9,
2.
r—2y—z+w= -1, 6.
—2z—2w=-5
vy s ’ r+y+z=1,
—rz—y—3z+2w =0,
9 n 7 3 —y—z=4,
— w =
v T+ 5y + 5z = —1,
3. 7
r—2y+z=-1, 42 —3z+w=—2,
2rty—22=-2 3r—y—2z—4w =1,
—3rx+y+z2=3, 204+ 3y — 5z +w = =3,
4.

r—y—z+w=0,
T—2y+z—-2w=1,
20 — 5y + 4z — Tw = 3,

-3+ 10y — 11z + 18w = —7
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T —2y+4z =2,
20 +y — 22 = -1,
3 —y—2z2=1,
rz+3y—62=-3
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Toy-zrwto=-—1 Az + 3y — 22 = —4,

—3x—2y+32=1,
5r + 6y — 4z = —14,

r+y—z—w—v=0,
T+yt+z+w—v=2

10.
r+y+z+tw+ov=2 12.
20—y —2z4+w—v=-1, 20+ 3y +2+2w=1,
T—y—z—w+2v =3, 3r—y—2z2+w=—1,
y-—w+3v=>5, —dx + 5y + 5z = 3,
T2y —3wtv=3 524 2y — 2+ 3w = 0,

Piiklad 3: Naleznéte matici A* adjungovanou k matici A a nésledné uréete matici A~! inverzni
k matici A. Poté vypoditejte inverzni matici také pomoci elementarnich fadkovych tprav. U piikladt
oznacenych hvézdickou ovéfte nasobenim, ze se skuteéné jedna o inverzni matici. Tento priklad v sobé
skryvd vypocty determinanti matic, proto mu vénujte zvysenou pozornost.

1. 4%,
L o 3 10 -1 0
A=[2 1 =2 R
01 o 110 0
00 —1 2
2%, 5.
A=|11 -1 Aot 0 o0
L1 o9 01 1 1
00 0 1
3. 6*.
1 -2 1 0 —2 -3 1 1
1 -1 -1 1 3 01 2 1
A=l 11 2 4 A=l 1 21 -3
11 -1 -1 1 0 3 1
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25. Komplexni ¢isla

Priklad 1: Vypocditejte podle pravidel pro vypoéty s usporadanymi dvojicemi:
a. [1;2] — [3; 1] - [0; 4]
b. [1; 5] - [=2;-1] = [V2;1] - [1;5]

Priiklad 2: Pocitejte v algebraickém tvaru, urcete komplexni ¢islo sdruzené k vysledku a absolutni
hodnotu vysledku:

a.3—i—i(4—2i)(5—14)(1—1) g 2=+ (=301 -0
1 )
-\ 3
b. (1 —1) 11 o, 1711 _ ;=235
i+l 3+

“9 44—

Piiklad 3: Pievedte ¢islo z na goniometricky tvar a nésledné uréete hodnotu z° a zapiste ji v
algebraickém tvaru:

a. z=—1 f.z:sin(%ﬂ)—i-icos (%”)
b.z=—1-+/3i _ —1+2i
g. z= .
c.z=—4+4i .1 —i—332
_ V3 _ 1, _ =
d.Z—T—i’L hZ—2+Z
e.z=-2

Piiklad 4: Vypoditejte vSechny n-té odmocniny z komplexniho éisla z. Déale urcete, jaky utvar
tvori obrazy téchto odmocnin v roviné:

a.z=1tn==~6 z=8n=3

C.
b.z=14++3i,n=28 d. z

S5

1, 0 _
56,n =9
Piiklad 5: Reste rovnici pro vechna komplexni é&isla z, x:

a.224+3z=5+1 h.z2—-1-4i=0
|2] —2 =6+ 2i e. v’ 4+ (2—3i)x —5—-5i=0
c.lz+i =22+ f.202 —(1+i)zr+1+i=0
d. 2> +20+4=0 g 22— (14+4i)x—9+7i=0
2+ (2-i)r+3—-i=0 h. 122+ (2—V3)iz +1+i2V/3=0
g.
h.

=

= 0

(7+i)x? — 5iz —1=0 22+ (2—-6i)z+2+4i=0
g5 —-1=0 (1—-i)z?+(Gi—5)x+6—4i=0

Piiklad 6: Reste rovnici pro vSechna komplexni &isla x a reilny parametr p:
pr?—z+(p+1)=0
224+ 24 px+p=0
c(pH+1D)2*—(p+2)z+(p+3)=0
2 —pr+(p+3)=0

o o o

[N
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26. Limita a spojitost funkce, derivace funkce

Piiklad 1 (typ aprava vyrazu):

. zt—1 . =223 + 222 — 5+ 2
Sy 4 m -3
b lim 22 572 e lim 2 VOtZ
o1 4 —108x3 “o—2 x4+ 2
e lim x4+ 2% — 12 £ lim2_7 vV +3
ezt — 222 -3 =l W+l

Pfiklad 2 (typ goniometrické vzorce):

. sinz —cosz . 3x +sindx
a. lim ——— e. im ——
=T 1—tgw z—0 2x
. 1 —cosx
) sin? x f. im ———
b. lim —— z—0  Hx?
z—0 1+ cosz .
9 . tgx —sin2x
. 1—2cos“x g. lim =——
c. lim —mMmm— z—0 T
T
z——Z SINT + COS T - 1 — cos 2z
. Clim ———
. sinTx ;
d. llm x—0 rSsinx
z—0 3x

Priklad 3 (limity s nekonecnem):

2t — 33 -7 V222 =3z

a. lim ——— e. lim

T—00 2 — 324 z—oo  3x+1
5 3 6 2 _ 2 3 _ —
b, lig 2% 6@ x f. zlgrolo\/i(\/x—i—Q Vo —1)
T——00 24 =+ d ) 5
o 327 946 1 g g. mlggo 3x — V94 + 6z
. lim
z—oo  3x7 — 222 h. lim zva22 +1 — 322
z+2 T—00
T00 37Ty + 4
Priklad 4 (Eulerovo ¢islo):
r—1 2x+41 20 — 92 r—2
a. lim e. lim
z—oo \x + 1 z—oo \ 22 + 5
2 3x—1 Ay — S5x—2
b. lim (2 f v
z—oo \ . — 1 z—oo \ 4 + 12
. 47\ . 3z + 1\ 2
c. lim g. lim
z—o0 \ & + 2 z—oo \ 3x + 4
lr—2 92 Tr—2
d. lim T3 h. lim b+
z—ooo \x — 7 z—o0o \ Hxr — 5
Priiklad 5: Nacrtnéte graf funkce f, pro kterou plati:
o dim S =5, i Sl = o, i flo) =l S =2
b. mll)r_noo f(z) = oo, wlLrgO f(z) =0, gchmS f(z) = —o0
A @ =ree fip =2 I =3 I f=)=4

Priklad 6: Odvodte z definice derivace vzorec pro:

a. derivaci soudinu funkeci c. derivaci funkce e*

b. derivaci podilu funkeci d. derivaci funkce sin x
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Priklad 7: Zderivujte funkci f a naleznéte defini¢ni obor funkce f a jeji derivace:

a.f:y:4x7—5tgm+2x—?+11 e. f:y=1In(x —23)
b. fry=Inz- (23— /x) f.f:y=+1—cosx
3_9.,.2 x
C‘f:y:xuig g.f:y:e\/?i
d. f:y=coszsinz h. f:y = (sinx)®

V programu IATEXvysazel Zbynék Vrba 30 Uréeno pro maturanty Gymnazia v C. Krumlové



27. Uziti derivace funkce (slovni tlohy na maxima a minima funkci,
teéna grafu funkce v bodé)

Priklad 1: Najdéte rovnici te¢ny grafu funkce f v bodé T' (bodech T;):

a. fry=2a%—2x, TI[1;7] d. f:y=cosx —sinz, T[%’T;?]
b. f:y=+x-Inz, T[] e. fry=21VT T[4;7]
., — z—a? .9
C.f.y Tha T[27] f.f;y—arcsin<1x ), T[—L?]
—x

Priklad 2: Najdéte valec o maximalnim objemu, ktery lze vepsat do koule o poloméru r.

Priklad 3: Na kruznici k(S;7) je dan prumér AB. Najdéte obdélnik K LM N s nejvétsim obsahem,
ktery lze vepsat do pulkruhu uréeného kruznici k£ a pruimérem AB tak, aby jeho strana K L leZela na
pruméru AB.

Priklad 4: Z papiru ve tvaru ¢tverce o strané 50 cm ustfihneme v rozich ¢tverce tak, aby vznikla
krabicka s maximélnim objemem. Urcete jeji vysku.

Piiklad 5: Uréete rozméry obdélniku s obsahem 16 cm? tak, aby jeho obvod byl miniméalni.
Priklad 6: Rozlozte ¢islo 20 na dva sc¢itance tak, aby soucet jejich odmocnin byl minimalni.
Priklad 7: V tovarné vyrabime plechovky na pivo. Jaké rozméry musi mit pillitrova valcova ple-
chovka, aby naklady na jeji vyrobu byly minimalni?

Priklad 8: Drét délky d délime na dvé ¢asti. Z jedné utvorime kruh, z druhé rovnsotranny trojihelnik.
Jak drat rozdélit, aby soucet obsahti kruhu a trojuhelniku byl co nejmensi?

Priklad 9: Zavod spociva v tom, Ze je tfeba béZet po pobfezi a nasledné doplavat k bdjce na mofi.
Kdybychom chtéli plavat kolmo k pobfezi, bézeli bychom 10 km a néasledné plavali 2 km. Kde je nej-
vyhodnéjsi piejit od béhu k plavani, jestlize bézime rychlosti 16 km za hodinu a plaveme rychlosti 6
km za hodinu?

Piiklad 10: Do rovnostranného kuzelu o vysce v vepiste valec o maximalnim objemu. Kolik procent
objemu kuzele tento valec zabira?
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28. Vysetfovani prabéhu funkci (pomoci diferencialniho poctu)

Piiklad 1: Vysetiete prubéh funkce podle znamého postupu (definiéni obor, sudost a lichost, pri-
seciky, intervaly, kde je funkce rostouct, respektive klesajici, konkdvni, respektive konvexnt, limity v
nevlastnich bodech, jednostranné limity v bodech, kde funkce nent definovdna, asymptoty svislé i Sikmé,

graf a obor hodnot):

a. fry=2a%+ 622+ 92
b.f:y:xS—:EQ—x—l—l
c. fry=02—-z)(z+1)?

2z
d.f:y=
Iy x2+1
3
T
A A D)
T
ffiy=——
[y T
1
g.f:y=x-e

h.f:y:ﬁ

r—3
vz +1

. 1 .
ny:m+m

if ry=
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z(x +6)
k. f:y=—--
ey T+2
W R k)
S (x+1)2
3
T
I sy
n f:y=+v1—a3
o. fry= (224 1) "
p. fry=2a3- ex
a fiy=e""
r. f:ry=xz—In(z+1)
Ca — 1-—
s. f:y=1In (x—ﬁ)
z2+1
t. fry=es?-1
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29. Primitivni funkce (zakladni pojmy, vypo¢ty neurcitych integrali)

1)/963(4 +x)?da

. 1

3)/\/5(2—3\/5) da

(x+1)3
4)/ N dz

323 + 1 — Va3
5)/ \/j dx

6)/281nx —4cosxdr
7)/3tgaz — cotg x dx
2
5[,
sin”
9)/ cos 2x da
cos

10)/&— (;) dz
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11)/1n:cdx

12)/xsinxda:
13)/332 coszdx
14)/sinazc0sazdx
15)/696 sinx dx
16)/1’2296 dz
17)/(2{[) +5)coszdz
18) /xarccotgz‘dx
19)/5111(11196) dz
20)/xln2xda:

33

21)/ JrInzde
22)/008(2:U —3)dz
23) / 2 dy
24)/(395 +5)%dz
25)/8111 xe®* dx
26)/cos3xdx
27)/coszvmda:

tgx
28)/ —

1 —sin“x

eQm

30)/*/@

dx
x
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30. Uziti uréitého integralu pro vypocet obsahti ploSného obrazce a

objemu rotac¢niho télesa

Priklad 1: Urcete obsah plochy pod grafem funkce f od 0 do bodu a:
a. fry=aa=+2

b. f:y=cosz,a= 3%
c.f:y:%,a:\/ﬁ’i3
d. f:ry=e " a=1
e.fry=axzhza=1
T

. — pT @3 —
f.fry=esinz,a=735

g fry=+x,a=16
h. fry=22—23a=1

Priklad 2: Urcete objem télesa, které vznikne rotaci plochy pod grafem f na daném intervalu okolo

osy x. Nakreslete graf funkce f:
a. f:y=2—z,x € (0;2)

b. fry=2>+1,2 € (1;2)

c. fry=sinx,x € (0;)

d. f:y=+r—3,7€(3;5)
e.f:y:%,$€<1;4>
f.fry=e,ze(-1;1)

Piiklad 3: Nacrtnéte do jednoho obrazku grafy funkci f a g, pfipadné piimku p. Néasledné urcete

obsah plochy "mezi” témito kfivkami a osou =x.

a. fry=a2%g:y=2+2

b.f:y:%,g:y:x,p:x:2

c fry=a*g:y=x

d. f:y=sinz,g:y=cosx

e.fry=vr—1l,g:y=a—2

f.fiy=a*g:y=2a

g fry=-222+3,9:y=2?

h. fry=a?4+40+5,g:y=—2%2—-2x+1

ifry=adg:y==x

jofry=tgz,g:y=cosx,p:x =0

Priklad 4: Provedte pomoci integralniho po¢tu odvozeni vzorce pro:
a. obsah kruhu o poloméru r

b. objem koule o poloméru r

c. objem vélce o vysce v a poloméru podstavy r

d. objem kuzele o vysce v a poloméru podstavy r

e. objem kulové vrstvy, kterd vznikne z koule o poloméru r ofiznutim ve vyskach r1 a ro

f. objem komolého kuzelu o vysSce v a poloméru podstav r1 a ro
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